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1. Grundsatzliches

1.1 Umformungen von Gleichungen

1.1.1 Aquivalente Umformungen
Die Umformungsschritte diirfen die Lésungsmenge der Gleichung nicht verandern. Um zu kennzeichnen das
die umgeformte Gleichung aquivalent zur vorhergehenden Gleichung ist wird w#rwendet.

1. Umformen einer Seite der Gleichung
- Addieren von Ausdrticken, z.B. 5+47+2x=0< 12+2x=0

- Kommutativgesetz z.B. 5x+2=0 = 2x+5=0)
- Distributivgesetz, z.B. 5[(3x+2) =0 = 15x+10=0
- Potenzgesetzanwenden, z.B. X X+5=0- 3x°+5=0

2. Addieren / Subtrahieren einer Zahl auf beiden Seiten der Gleichung

3. Addieren / Subtrahieren einer Vielfachen einer Variablen auf beiden Seiten der Gleichung
4. Multiplizieren / Dividieren mit einer Zahl ungleich Null auf beiden Seiten der Gleichung

5. Vertauschen der beiden Seiten der Gleichung

1.1.2 nicht Aquivalente Umformungen

Die Umformungsschritte verandern die Lésungsmenge der Gleichung, dies ist manchmal jedoch nicht zu
vermeiden (z.B. Wurzelgleichung). Hier einige Auswahl der wichtigsten Falle:

Waurzelgleichungen

1. Gleichung so umformen das dMurzel isoliert (allein auf einer Seite) steht.

2. Gleichung auf beiden Seitguadrieren
=> die Wurzel fallt weg und es kann die Losung ermittelt werden

3.  DurchProbe alle Lésungen tberpriufen (in die Ausgangsgleichung einsetzten)

Substitution
z.B.: x*=zsinx=zlnx=1z
oder: acos®x+bcosx+c=0 Man setztosx = z. Fir z gilt dann-1< z<1. In der

Gleichungaz® + bz + ¢ = 0 braucht aber z nicht auf dieses Intervall beschrankt zu sein!
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Bruchgleichungen

1. Beide Seiten der Gleichung mit dem Hauptnenner multiplizieren.

2. DurchProbe alle Loésungen uberpriufen (in die Ausgangsgleichung einsetzten)
Beachte:Werte fur die der Nenner Null wird!

B X N 5
zB.: ——
X+3 XxX+7

xx+7) +50x+3) = (x+3) dx+7)

=1 |Ux+3)(x+7)

Exponential- und Logarithmusgleichungen

Anwenden dekogarithmengesetzigiehe 1.5) kann hier beim auflédsen weiterhelfen.

z.B.. 5°=100 [lg

lg5* =1g100 |[wegen lga* = xlga
xg5=1g100 [:1g5
x——lgloo—i~286

" 1g5 Igs “

oder:

Ig(3x) =2 +1g(x - 1)
lg(3x) —Ig(x-1) =2

3X
Ig;L =2 | zur Basis 10 exponieren um dgraufzuheben0?* = x)
3X
— =10 X—1
= | x-1
3x =100(x - 1)
x=299_ 103
=97 =
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1.2 Manche sehersowas ;0)
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1 In 1 1
cos? x = (cosx)? XF=x0 —F=InEF=1
X 1l e e
1 1 A 1
X2 = /X =x" X2=—
I N

aib_§+9 a.c ald +ble

c c¢c ¢ b~ d b d

i HH
- H Inx - - X

. biE ,well b e Ine
(a? -b?) = (a-b) fa+b) zB.:. (x2-1)=(x*-12)=(x-1)ofx+1)
1.3 Konstanten

e=2,7182
m=3,1415
1.4 Wurzel- und Potenzregeln

1 1omogd m
Ya=ar ”am—(am)n:aana”H =(Q/5)
a™ a"

man: m+n = — amm _:%g n[ﬂ)n: [ﬂ)n
a a =2 o a (a)
(am)" =am™ x¥ = x®) an =%a"
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1.5 Logarithmen

log, a ist eine eindeutig bestimmte Zahl, mit der man b potenzieren mufd um a zu erhalten.

log,a=Xx < b*=a Iba=1log,a
lga=log,,a
Ina=1log,a
Regenregelnu,v >0): log, (uly) =log, u+log, v

Iogb%QZ log, u-—log, v

log, u* = z[og, u
1
Iong/U :E[I]ogbu

a.Iogax =X

Inz
Basis umrechnen: log..z= ——
91027 1010
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1.6 Matrizen
Bh b CEEH 2 3% EaEHbBHcD’ a2+bB+clB a[3+b[6+c[9E
AB=C M e fo4 5 6=d0+eld+fF dO+eld+f T dO+eld+f 7]
H n iHH 8 of Hym+hm+i7r ga+hm+ir go+h@+irH

+a -b +c
) e f b b c
Determinante]-d +e -f|=a i +d i+g L
+g —h +i
a b_ @l - e
q =a c
2 34 4 70
transponiert E'l D E'l D .
[V ransponier M 5 6= 5 87 Zeilen und Spalten tauschen!
H 8 of BB 6 of
w= URRAA-F b
"B dHD/ZD_DCWl dv, 0

1.7 Quadratische Funktion (Parabel)

Allgemeine Form: y=ax? +bx+c (az0)

Produktform: y=a(x—x)HdXx—-x,) X5 X, sind Nullstellen der Parabel
_ —bx+b*-4ac

X112 - 2a

1.8 Trigonometrische Beziehungen
] snx ) . . .
cos’ x+sn’x=1 tanx:@ sn?a =(sina)® =sna Gina

cosh? x—sinh? x=1
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1.9 Umkehrfunktion

Man erhalt die Umkehrfunktion in den meisten féllen durch folgendes Verfahren:

1. Auflésen der Funktionsgleichung= f (x) nach x

(die Auflosungmuss maoglich und eindeutig sein!)

nach x auflosen
y=f(x) > x=9(y)

2. Variablen x und y formal miteinander vertauschen, dadurch erhalt man die

Umkehrfunktiony = g(x)

X und yvertauschen
x=g(y) > y=9(x)

Allgemein gilt weiterhin:

- Jede streng monoton wachsende/fallende Funktion ist umkehrbar.
- Bei der Umkehrung der Funktion werden Definitions- Wieltebereich vertauscht

- Zeichnerisch: Spiegelung der Funktionswerte an der Geaden

v

|
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1.10 Einheitskreis
cot[] = ,,obere Tangente”

_y=sin

4

h s X =C0S[]

tanl] = ,rechte Tangente®

Vorzeichenregel:

Quadrant I Il 1 \Y 1

Sinus + + - - 1
Cosinus + - - +

Tangens + - + - 11 \J v

Kotangens + - + -

1.11 Wie sehen die Trigonometrischen Funktionen aus?

™~ .
-

»
»

m

v

n\\JZ
f COS X
T 21T

%

.
(1 ;

log, X =Inx
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1.12 Was sindArkusfunktionen (arc)?
Grundsétzlich lassen sich trigonometrische Funktionen wegen der fehlenden Monotonieagenschaft
nicht umkehren. Beschrankt man diese jedoch auf bestimmte Intervalle, gilt:

Arkusfunktionen sind de Umkehrfunktionen der auf bestimmte Intervalle beschrankten

trigonometrischen Funktionen (sin, cos, tan, cot) unter der Vorausstzung das die

trigonometrischen Funktionen in dem gewahlten Intervall streng monoton (d.h. die Funktionwerte

steigt permanent - f(x,) < f(x,) ) und somit umkehrbar (=injektiv, d.h. es existiert eine

Umkehrfunktion f ™) sind.

1.13 Was ist derKotangens ¢ot)?

-10-
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2. Grenzwerte

2.1 Allgemein
Bei der Berechnung von Grenzwerte gilt:
- diee-Funktion dominiert

- immer berucksichtigen das etwas gegen Null im Nenner nie Null wird, sondern nur ganz klein
— —00

-0

und folglich der gesamte Bruch dann z.B.He%o gegenco oder gegen— oo geht.

2.2 unbestimmte Ausdricke

0[do 0° 1° 00° 00 — 00

0 00
Merke: unbestimmte Ausdriicke lassen sich n%cbder— umformen.
o0

Dann kani’Hospital angewendet werden!

2.3 Grenzwerte fur x - o

E:0 1-—=1 —=0(n>0) Ehig:e —n:O(nDN)
X n X x 0
2.4 Grenzwerte flir x - -
edo
2.5 Grenzwerte flir x - 0
1 sinx cosx -1 e -1
E{-—Q:—w —=1 xOnx=0 =0 =1
X X X X

2.5 Grenzwerte fur x - -0

32

-11-
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2.7 I'Hospital

Kann immer dann angewendet werden, wenn beGdenzwertbestimmung folgende Form auftritt:
0 00
0 oder -

Leite die Faktoren im Z&hler und im Nenner ab und betrachte dann die Ableitungen!

T 00\ |
: KX _ : 1 1
zB.: limxle ? =lim—; I'Hosiptal: lim —; 1 =——=0
e? e? 2xd, eZ\T
[00] [00] [00]

-12-
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3. Differenzieren
3.1 Was bhedeutet das?

Die erste Ableitungf (x) einer Funktionf (x) , an der Stelle x =gxist der Steigungswert der
Tangente in xbzw. der Differentialquotient voy = f (x). Furr f (x) kann man auch schreiben:

. d
y oder d—;/ (Ableiten einer Funktion y = f (x) nach der Variablen x)

3.2 Spezielle Funktionen

f (x) f'(x) f (x) f'(x)
X" nx"* snx COSX
i -n COSX —-snx
X" X" — COSX sinx
1 1
Jx 2Jx tan x COSZX:1+tan2x
1 1
?/x — cot X -——— =-1-cot’x
n A/ x sin? x
e g _ 1
arcsinx -
a a* [n(a) 1-x
1
| 1 arcoosx - -
nx » 1-x
1 1 1 1
loa. X o = arctan x
G lna x (Ina) X 1+x*
B B 1
e e arccot X v
- e
sinhx coshx
cosh x sinhx
tanhx =1-tanh® x
cosh? x
cothx -———— =1-coth®x
sinh® x

-13-
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3.3 Allgemeine Regeln

f (x) f'(x)
(uv) uM+ul¥ Produktregel
' uM - uly .
%@ v »Quotientenregel”
(u(x) + v(x))' u'(x) +v'(x) ~summenregel”
alf (x) alf (x) ~konstanter Faktor”
(ea&)' R F)
1 .
S’ fO)0F (%)
f (x)
Inf(x) (%)

(exz) (e7) fx?) = e [2x

Kettenregel:

uv(x)] u'(v) ¥ (x)

Beispiel:
sinx®= cosx® * 2x (1. Schritt 2. Schritt 3.Schritt (Nachdifferenzieren))
sin (x*+1)= cos(x*+1) * 2x (1. Schrit 2. Schritf 3.Schritt

3.4 Leibnitz-Regel

FragestellungBerechnen Sie die-te Ableitung nach ddreibnitz Regel.
Hinweis: Macht Sinn wenn ein Produkt aus zwei Funktionen differenziert werden soll.
f () = u(x) ¥(x)

O Ar g o O
EbHDu wnte Ableitung + Eh-HD“ wn 1 + o+ HﬁHDU" w
Alternativ als all i i R i LE k
gemeine Summe geschrieben: Z B(HDU (x) V" (x)
=0

-14-
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4. Integrieren

4.1 Was bedeutet das?

4.2 Spezielle Integrale

£'(x)
Ix”dx
IfT dx
I%dx

1

Ix+adx

F(x)

1,
neX C
Inf|+C

Inx +C

InNx+a +C

+C
X+a

X

1 a
— @ +C=
Ina Ina

+C

—Injcosx +C

Ex—iE=I;in2ax+C
2 4a

Ex+iﬁ;in2ax+c
2 4a

xn? x=2Inx+2x+C

2Jx+C
e +c

1
—[*+C
a

-15-
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I—e‘xdx

e +C
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ax—-1
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Ix[éaxdx €% +C
a
Ilnxdx xdnx—-x+C
x nxdx XZQM—EQ+C
.r 2 4
. 1_.,
Ismax@:osaxdx zﬁ;m [@ax+C
1 1
—dx — [dnltanax + C
Isinaxm:osax a T |
Ieaxsin[ﬂ)xdx —— (aB@inbx - bEoshx)) +C
a-+b
J & cosbxax m(a [Eosbx + b Einbx)) + C
) 1 . X
Ixﬁ;maxdx gﬁhnax—g[d:osax+c

4.3 Allgmeine Regeln

f'(X) F(x)
Iu' [Wdx uv—I uv dx
n 1 ad
If(ax+b) dx n—ﬂ[ﬂax+b)” Be_t
I f (x) dx I f (g(t)) [ (t)at
wobei: x = g(t)
dx = g (t)dt

-16-

partielle Integration

wobei:u = einfach und v = kompliziert

Substitution |

wobei: a= (ax+b) ist!

Substitution 11
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z.B.: | f(x):Ierxzdx 1) z=%°
2) X =4z
3 '—i
) X = ods
z 1 _E Z_E x?
F(x):I\/EEe %_ZIe =5e
L :I(Csc';%dx 1)  z=cosx
2) ooy
) I sinx
3.) dx = 1 dz
-sinx
fsinx 1 c1 1
F(X):'([ 2 B_Simdzz'!—;:—o;:'!z =..
IaU(X)““bE@(X) aEJ’f(x)+bEJ’g(x)
: 1 2
[fTF (%) E[f(x)]

I\/ X +a’dx
I\/ x? —a’dx

%( VX2 +a® +a’ dn(x++/x? +a2)
E(x\/x2 —-a® —a’ On(x ++/x —a2)

2

-17-
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suche z

nach x auflésen

Umformungsregel !
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4.4 Das bestimmte Integral
4.4.1 Was ist das?

b
Das bestimmte Integrej’l f (X)dx ist der Flacheninhalt A des von der Kur¥€x) , der x-Achse

und den beiden Geradex= a, X =b begrenzten Gebietes in dey-Ebene.

Ist f(x) =0 auf [a,b], so gilt:

b

A= [ 1(x)dx \

A f(x)

v

4.4.2 Formeln

[ f(xdx F()| = F(b) - F(a)
J(1(9) +g(x)) dx J 1) +]g(x)dx
IcD‘ (X) dx CEJ’ f (x)dx

}f(x)dxzo

}f(x) dx If(x)+j[f(x)

-18-
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5.  Taylorreihen

5.1 Grobe Vorgehensweise

f, =1 f(x) =e*
f'(x) = 28>
£'(x) = 478>

f Q) = (X)) +(X+%)F (%)

L (Xx)°

o0 (%)

LX)

500

+ Rest

f "™ Sl
Rest—ﬁtﬁﬁdle x) -
(n+1)!

tobias@suizide.de - http://www.tobiasott.de

f(1)=e?
f'(1) = 2¢?
f'(1) = 4¢?

wobei n das Glied ist, bis zu dem entwickelt wird!

-19-
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6. Extrema

6.1 ExtremainR

Hochpunkt  (Maximum) f'(x)=0 O f'(x,) <0
Tiefopunkt  (Minimum) f'(x)=0 O f'(x,) >0
Wendepunkt f'(x,)=0 O f (x,) %0

Um den y-Wert deExtremums zu bestimmen, den x-Wert der jeweiligen Ableitungdoridie

Ausgangsgleichund (x) einsetzen!

Nullstellen  f(x) =0 setzen!

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist:
f (X) = h(x) [g(x) 0 h(x) =0 0 g(x)=0

6.2 Extremain R?

f (X, Y,) =0 0 f (X0, ¥o) =0 Jakobi-Matrix f

Of o (X0, ¥o)  Try (%0, Y00

det |HesseMatrix| > 0 Hesse-Matrixf
nyx(XO’yO) fyy(XO’yO)D

> .

f o (X, Y,) <O Maximum f o (X, Y,) >0 Minimum

-20-
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6.3 Extremain R®

Jacobi-Matrix (fx(x, .2 f,(xy.,2 f,(xvy, Z))

Ha(xy.2 f,(xy.2) f.(xy.2
Hesse-Matrix of,(x.y,2 f,(xy.2 f,(xy,20

Hr 2 (6.2 fu(xy.20

Rezept: - Jacobi-Matrix berechnen
- Hesse-Matrix berechnen
- Hesse Matrix, an einem bestimmten kritischen Punkt => fir jedkschen Punkt

einzeln berechnen:

= irgendeinVektorx,y,z

S
i o

2 3% %].D(+2Ey+3ﬁ%
HM: 4 5 61 M X+50y+6[Z] = mitobigenvektor multiplizieren
H 8 o Hx+sy+ord

Vektor umklappen und mit gerade berechnetem Ausdruck multiplizieren:

ETlD<+2[y+3QE
(x y z)@45<+5[y+6ﬁmz XX+ 2y +32) + y[{4x +5y +62) + z[[7x + 8y + 92)
%D(+85/+9QE

Jetzt vergleichen, ob der gerade berechnete Ausdruck >0 Minimum
=0 keine Aussage moglich

<0 Maximum

-21-
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7.  Optimierung unter Nebenbedingungen
Rezept: - BringeNB = g(x,,X%,) auf die Formg(x,,x,) =X/ +x; -1=0
- BerechnéGradiententf (x,, X,) und Ug(x,, X,)
- Extrema hochstens béif (x,, x,) + A Hg(x;,X,) = 0
- Gleichungssystem fur |. Gleichung(x,,A ) =0
Il. Gleichung(x,,A ) =0

. NB:x? +x5 =1 losen!

-22-
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8. Differenzialgleichungen (DGL)
8.1 Welche Arten gibt es?

8.2 lineare DGL 1. Ordnung (S 261 - 264 Papula)

Form:

Formel:

Beispiel:

y (t) = a(t) By(t) +b(t) b(t) = Inhomogenitat

t t
a(s)ds t a(s)ds

y(t) = y(t,) (e + [bu)let  du

y (t) = 2t Gy(t) +5° undy(0)=1 O t,=0
y (t) = a(t) B(t) +b(t)

Nach obiger Formel von innen nach auf3en l6sen! (rechts nach links)

1

Ia(S)ds Ists g%szaz[szl___tm__!{z_

t

a(s)ds t - t ., t L
Ib(u) EQJ”’ _Ib(U) " du :Ib(u) e du :I5u3 e gy
to 0 0

t t t
5w du=5u’® +e* du=5" fule™ du
] ] ]

Integral I6sen!

-23-
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8.3 autonome DGL 1. Ordnung (mit Trennung der Variablen)

Hier mussen erst alle y auf eine Seite und alle t auf die andere Seite gebracht werden!

Beispiel: y =sint &’ mit y(0) =00 t,=0
d
1. Yogntw ot e
dt
dy .
g =gint dt |I

Ie—ly dy =Isint dt

-eY =-cost+c (-1
e’ =cost-c [In
—y =In(cost - ¢) [gh)

y =—In(cost —¢)

2. Anfangsbedingung: y(0) =0
y(0) = =In(cos0—-C) cos0=1
y(0) =-In(1-C)
c=0 weil: 1-0=1

In1=0 Zy(c)

-24-
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